Bertrand Russell'in Paradoksu 



IYamyam Paradoksu (^ati§kisi): Bilinen bilmecedir. Yam- 
• yamlar bir mantik^i yakalarlar ve §6yle derler mantik^iya: 

- Biz her yakaladigimiz yabanciyi yeriz. Kimini ha§layip, ki- 
mini kizartip yeriz. Avimiza bir soru soranz. Avimiz soruyu 
dogru yanitlarsa hasjanz, yanks, yamtlarsa kizartinz. 

Dedikleri gibi de yaparlar. Mantik^iya 
bir soru sorarlar. Mantik^i bir sure du§un- 
diikten sonra soruyu yanitlar. Yaniti duyan 
yamyamlar ne yapacaklarini §a§inrlar. Yamt 
oylesine akilli bir yamttir ki, yamyamlar 
mantikciyi ne ha§layabilirler ne de kizartabi- 
lirler. Yamyamlar mantik^iya ne sormu§lar- 
dir ve mantik^i soruyu nasil yanitlami§tir? 

Okur diisunedururken biz yamti vere- Bertrand Russell 
lim. Yamyamlar mantik^iya §u soruyu sor- 
mu§lardir: 

- Seni ha§layip da mi yiyecegiz, yoksa kizartip da mi yiye- 
cegiz? 

Mantikci §6yle yanitlami§tir: 

- Kizartacaksimz! 

Bu soru ve yanitla, mantikci ne ha§lanir, ne de kizartilir. 
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Bir an, mantik^inin kizartilacagim varsayalim. O zaman 
mantik^inin yaniti dogru olur. Ama yanit dogru oldugundan - 
yamyamlann kendi kurallanna gore- mantik^imn ha§lanmasi 
gerekmektedir. Demek mantikci kizartilamaz. 

§imdi de mantik^inin hasjanacagmi varsayalim. O zaman 
mantikcinin yaniti yanlis. olacak. Yanit yanli§ oldugundan da 
kizartilmasi gerekmektedir. Demek mantik^i ha§lanamaz. 

Yamyamlar tam bir kisir dongiiye girmi§lerdir. Kizartsalar 
ha§lamalan gerekecek, hasjasalar kizartmalan! 

Sonu^ olarak mantik^i kurtulur. 1 

Bu gibi durumlar "paradoksal" olarak nitelendirilir. "Sa?- 
ma" bir durumdur. (Jiinkii mantik^i ya kizartilacaktir ya da 
hasjanacaktir; bunu onceden biliyoruz. Dolayisiyla yamyamla- 
nn sordugu soruya yanit olarak iki se?enek vardir. Ve boyle bir 
sorunun yaniti ya dogru ya da yanlis. olmalidir. Oysa yukarda- 
ki sorunun yaniti ne dogru, ne de yanli§tir; daha dogrusu yanit 
dogruysa yanli§, yanli§sa dogrudur. Yani yanitin dogrulugu ya 
da yanlisjigi yanitin yanli§ligi ya da dogruluguna baglidir! 

Yukardaki paradoks nasil ^oziiliir, yani celi§ki nasil gideri- 
lir? §6yle: oykiide anlatildigi gibi bir boy yoktur. Yani, yakala- 
diklan her yabanciyi yiyen ve yukardaki yontemle yiyen bir 
boy yoktur. 

Bu (jozume kimi okur kar§i £ikabilir. Matematikcileri elin- 
deki oyuncagi sevmeyip kiran, bilmecesini ^ozemeyip yirtan 
mizik^i cocuklara benzetebilir. Ama bu matematik^ilere hak- 
sizlik olur. §6yle du§unelim: Bilmecede §u ve §u ozelliklere sa- 
hip bir boy vardir diyoruz. Oyle bir boyun olabileceginden ilk 
ba§ta ku§ku duymayabiliriz, ancak goriiyoruz ki boyle bir bo- 
yun varligi bizi (jeliskiye gotiiriiyor. 



1 Eger mantikci, "ha§layacaksimz," diye yamtlasaydi, yamyamlar mantikciyi iste- 
dikleri gibi yiyebilirlerdi, ister ha§lar, ister kizartirlardi ve bir celi§ki dogmazdi. 
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2. Berber Paradoksu: Yukardaki paradoksa benzer para- 
doks coktur. I§te bir tane daha: 

Koyiin birinde bir berber varmi§. Bu berber, o koyde ken- 
dini tras, etmeyen herkesi tras, edermi§, kendini tra§ edenleriyse 
tra§ etmezmi§. Soru §u: bu berber kendini tra§ eder mi, etmez 
mi? Kendini tra§ etmezse, kendini tra§ etmeyen herkesi tra§ et- 
tiginden, kendini tra§ etmeli. Kendini tra§ ederse, kendini tra§ 
edenleri tra§ etmediginden, kendini tra§ etmemeli. 

(^oziim yukardaki gibi: boyle bir berber olamaz. 

3. Kataloglar Paradoksu: Bu yiizyilin ba§inda matematik^i- 
leri derin dii§iincelere dti§uren paradoksa ge?meden once, giin- 
liik dilimizi kullanarak bir paradoks daha gecelim: 

Baski makinasinin bulunu§undan sonra kitap sayisi cogaldi 
dogal olarak. Ilk kez ne zaman kataloglara gereksinildigini bil- 
miyorum, ama bir gun gereksinildi. Kitaplar cogalinca, kata- 
loglar da cogaldi. Kataloglar cogalinca kataloglann da katalog- 
lan yapilmaya ba§landi. 

Bazi kataloglar kendi adlanni listelerine (listelerine) almi- 
yorlardi, bazi kataloglarsa aliyorlardi (katalog da bir kitap de- 
gil midir!) Bir yayincinin akhna "kendi adim icermeyen kata- 
loglar katalogu" yapmak gelir. 

Bir sorun cikar ortaya. Bu hazirlanmakta olan katalog ken- 
di adim icermeli midir, i^ermemeli midir? Kendi adim icerirse, 
katalogun turiinden dolayi, adim i^ermemesi gerekmektedir. 
Kendi adim icermezse de, yine katalogun turiinden dolayi, ken- 
di adim icermesi gerekmektedir. 

Bir paradoks daha! Nasil cozecegiz? Hazirlanmasi bitme- 
mi§ bir katalogun katalog sayilamayacagini onermek bir qo- 
ziim miidiir? Degildir (ama ^oziime yakla§ir), ^iinkii hazirlan- 
makta olan katalogun adim "kendi adim icermeyen, yayimlan- 
mi§ ya da hazirlanmakta olan kataloglar katalogu" diye degi§- 
tirirsek paradoks ortadan kalkmis. olmaz. 
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Biz §u cozumii onerecegiz: boyle bir katalog yapilamaz. Yu- 
kardaki coziimlerde de oldugu gibi tanimlanan nesnenin ola- 
mayacagmi one siirduk. 2 

4. Giritli Epimenides. IO 6'nci yuzyilda ya§ami§ Giritli filo- 
zof Epimenides'in, "Biitiin Gritliler yalancidir," sozleri iinlii- 
diir. Epimenides dogru mu konu§ur, yalan mi? 

Epimenides'in paradoksu, Epimenides'in olmadigi one sii- 
riilerek coziilemez elbet! Bu paradoks iki varsayimdan kaynak- 
lanmaktadir: a) Her insan ya yalancidir ya degildir, ve b) Ya- 
lancilar her zaman yalan soylerler, yalanci olmayanlar hep dog- 
ruyu soylerler. Bu varsayimlarimiz yanh§. Ciinkii bu varsayim- 
lara gore Epimenides ne yalanci olabilir, ne de olmayabilir. Bir 
kez daha cozduk paradoksu. 

5. Yukardaki Paradokslarin Ortak Yonii. 3 Yukardaki para- 
dokslann her birinde ozne kendinden sozediyordu. Birinci pa- 
radoksta, mantikci kizartilacagini ileri siiriiyordu. Ikinci para- 
dokstaki berber, tiim koyliilerle, dolayisiyla kendisiyle de, ilgi- 
li bir sav ortaya atiyordu. Ucuncu paradokstaki katalog tiim 
kataloglarla, dolayisiyla kendisiyle de ilgili. Dordiincii para- 
dokstaki Giritli Epimenides ise tiim Giritlilerle, dolayisiyla ken- 
disiyle de, ilgili bir tiimce soyliiyor. 

6. Daha ciddi bir paradoks. Giritli Epimenides'in paradok- 
suna cok benzer bir paradoks daha vardir. "Bu tiimce yanh§- 
tir" tiimcesini ele alahm. Tiimce kendinden sozediyor ve celi§- 
ki yaratiyor. Ciinkii, "Bu tiimce yanli§tir" tiimcesi yanli§ olsa, 
dogru olacak; ote yandan, dogru olsa yanh§ olacak... 

Bu paradoksu "boyle bir tiimce yoktur" diyerek coztimleye- 
meyiz. Tiimce ortada! Ne yapmahyiz? Konumuz felsefe degil ve 

2 Diinyamn En Guzel Kataloglan adinda bir katalog var! ABD'de §ikan bu ka- 
talogun varligini Prof. Dr. Nazif Tepedelenlioglu'ndan ogrendim. 

3 Yukardaki paradokslarin benzerlerini Kaynak^a [17]'de bulabilirsiniz. 
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bu paradoksun yarattigi felsefi sorunlan filozoflara birakalim. 
Konumuz matematik ve goriildiigii gibi eger "bu tiimce yanli§- 
tir" tiimcesine benzer bir tiimce matematiksel dilde yazilabilirse 
matematigin celi§kili oldugu ortaya cikardi. Ne mutlu matema- 
tikcilere ki giiniimiizde cogunluk tarafindan kabul edilen mate- 
matikte, "bu tiimce yanli§tir" tiimcesine benzer bir tiimcenin 
yazilamayacagi Polonyali matematikci Alfred Tarski tarafindan 
kanitlanmi§tir. Bunun icin Kaynakca [25], s.41'e bakiniz. Bun- 
dan matematigin c;eli§kisiz oldugu cikmaz elbet, yalnizca buna 
benzer bir celiskiye matematikte rastlanmadigi anlasdir. 

Son yillarda ortaya cikan puslu mantikta her onerme dog- 
ru ya da yanks, olmak zorunda degildir. Puslu mantiga gore 
yiizde 50, yiizde 60 gibi dogruluk degerleri olan onermeler de 
vardir. Ornegin, yukardaki gibi dogruysa yanli§, yanli§sa dog- 
ru olan bir onermeyi ele alalim. Klasik mantikta dogru onerme- 
ye 1 degeri, yanli§ onermeyeyse 0 degeri verilir. Dolayisiyla, 
eger tiimcemizin degerine p dersek §6yle bir sonu^ cikar: 
p = 1 ise p = O'dir 
p = 0 ise p = l'dir. 

Soldaki p'y e "eski p" diyelim ve p e olarak gosterelim. Sag- 
daki p'ye "yeni p" diyelim ve p y olarak gosterelim. Demek ki, 
p e = 1 ise p y = O'dir 
p e = 0 ise p y = l'dir. 

Cebirsel olarak, bu, 

Py = 1 - Pe 

demektir. Oysa biz bir tek p istiyoruz. "Yeni p", "eski p" gibi 
aynm istemiyoruz. O zaman p e = p = p y olsun. Yukardaki 

Py = 1 - Pe 

denkleminden p = 1 -p denklemini buluruz. Ne p = 0 ne de p = 
1 bu denklemin cozumu oldugundan, klasik mantikta celi§ki ci- 
kar. Oysa puslu mantik bunu kendine dert edinmez. p = 1 - p 
denkleminin cozumu vardir: p = 1/2. Dolayisiyla, puslu man- 
tikta "bu tiimce yanhstir" tiimcesinin dogruluk degeri 1/2'dir. 
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Uygulamada da kullamlan puslu mantik iizerine hemen he- 
men hicbir §ey bilmiyorum. Bu ilginc kuram iizerine daha faz- 
la ogrenmek isteyen okur Kaynakca [38]'e ba§vurabilir. 

7. Matematikte Celi§ki: "Matematikte ^eligki" kavrami ta- 
rih boyunca degi§mi§tir. Yunanlilar, V2 sayisimn kesirli sayi ol- 
madigini anlayinca, once celiskinin dogada var oldugunu san- 
misjar, daha sonra omuz silkip kesirli olmayan sayilann varh- 
gini kabul etmek zorunda kalmi§lardir. 

Dinsel ve felsefi inanclarin da matematikcileri celiskide bi- 
raktigi olmu§tur. Ornegin, sonsuz kavrami bircok matematik- 
ciyi "celi§kiye" du§urmu§tur. Zenon'un iinlii paradokslannin 4 
her biri "sonsuz" kavramindan kaynaklanmi§tir. 

Inane, ve sezgilerle matematigin celi§mesi, guniimiizdeki an- 
lamiyla, matematikte bir geligki degildir. Bugiinkii anlamiyla 
matematikte celiski, matematiksel bir tumcenin hem dogrulu- 
gunun, hem de yanlisjigmin kanitlanmasidir. Ornegin bugiin 
matematikte kabul edilen belit (aksiyom) ve kanitlama yontem- 
leriyle 2^2 tiimcesini kamtlayabilirseniz o zaman bir celi§ki el- 
de etmis. olursunuz (ciinkii "2 = 2" tiimcesi matematikte bili- 
nen bir teoremdir!) 

Matematikte celiski var midir? Bu soru matematikcileri 
uzun yillar zorlami§tir. 1930 yili dolaylannda Kurt Godel ma- 
tematikte celi§kinin olmadigini kamtlamamizin olanaksiz oldu- 
gunu kamtlami§tir. 5 Godel'in bu teoreminden matematikte qe- 
li§ki olmadigi sonucu cikmaz. Godel yalmzca matematigin ^e- 
li§kisiz oldugunun kanitlanamayacagini kamtlami§tir. 



4 Matematik ve Doga adli kitabimda Zenon'un paradokslarini bulabilirsiniz. 
(Matematik ve Doga, Nesin yayincilik, 2008.) 

5 Ornegin Kaynakc^i [25], Boliim 1, 14'iincii altboliim, Teorem 14.1'e bakimz. 
Bu konuya Godel'in Bir Ba§ka Teoremi baglikh yazida da deginiyorum. Sayfa 
221'de de Godel hakkinda bir yazi bulacaksimz. 
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Yazimizin geri kalan bolumiinde -sonradan giderilen- mate- 
matiksel bir celi§kiyi (paradoksu) konu edecegiz. 6 

8. Russell Paradoksunun Tarihcxsi: Yukarda soziinii ettigi- 
miz katalog paradoksunun bir benzerini iinlii matematikci ve 
filozof Bertrand Russell (1872-1970) 1901'de, daha henuz 28 
ya§indayken bulmu§tur. Bunun icin Kaynakca [34], 
s.l01-107'ye bakimz. O giiniin matematiginin celiskiden yok- 
sun olmadigini gosteren bu paradoks tahmin edilecegi gibi ma- 
tematigi sarsmis. ve onlan matematikcileri matematigin temel- 
leri iizerine daha derin diistinmeye zorlami§tir. 7 

Russell paradoksunun ortaya ciki§i oldukca trajiktir. Mo- 
dern mantigin kuruculanndan sayilan Alman matematikci ve 
mantikci Frege 1893'te Aritmetigin Temelleri adli iinlii yapiti- 
mn birinci cildini yayimladi: Kaynakca [14]. Frege bu yapitin- 
da, aritmetigi saglam temellere dayanan bir kiimeler kuramina 
indirgemek istemi§tir. Ikinci cildin yazilmasi oldukca zaman 
alir: Kaynakca [15]. Belki de bu gecikmenin nedeni 50k karma- 
§ik ve matematikcilerin ali§ik olmadiklan bir dilde yazilan bi- 
rinci cildin Frege'in umdugu ve gormesi gereken ilgiyi gorme- 



6 Matematikte celiski nasil giderilir? Matematigi degistirerek! Yani matematikte 
kabul edilen belitleri (aksiyomlari) ve gerekliyse kamt yontemlerini yani 
cikarim kurallarmi, degi§tirerek. 

7 Aslinda matematikte ilk ciddi ^eligkiyi bulan Bertrand Russell degildi. 1897'da 
Burali-Forti (1861-1931) adinda bir Italyan matematikcj birazdan aciklayaca- 
gimiz Russell paradoksunun bir benzerini bulmustu. Bkz. Kaynakca [6]. Bura- 
li-Forti paradoksundan Russell'in haberi vardi. Hatta 1903'te Russell bu para- 
doksu ortadan kaldirdigini sanmisti yanlishkla. Kaynakca [34], s.43. Bu yayi- 
mndan iki yil sonra, Russell, Burali-Forti paradoksunun kolay kolay gideril- 
meyecek onemli bir paradoks oldugunu kavramis. ve Kaynakca [35]'te para- 
doksu ortadan kaldirmanin yollarim aramistir. Russell ^oziime tipler kurami- 
m bularak ulasmi§tir. Bkz. Kaynakca [36]. Yazimn sonunda kisaca bu kuram- 
dan sozedecegiz. 

Neden bugiin Burali-Forti paradoksunun Russell paradoksu kadar tamnmis. ol- 
madigini bilmiyorum. Belki de Russell paradoksunun daha kolay anlasdir ol- 
dugundandir. 
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mesidir. 1902'de yapitin ikinci cildinin yazilmasi tamamlanmis, 
ve baskiya verilmi§tir. I§te tam bu sirada, 54 ya§indaki Frege, 
30 ya§indaki Russell'dan "Sevgili Meslektas/' diye ba§layan 16 
Haziran 1902 tarihli bir mektup alir [22, sayfa 124-5]. Bu 
mektupta Russell, Aritmetigin Temelleri'nin birinci cildini oku- 
dugunu, 90k yararlandigim, 50k sevdigini belirtir, Frege'i gok- 
lere £ikanr, ikinci cildi dort gozle bekledigini soyler. Mektubun 
ortalannda da buldugu paradoksu aciklar. Frege mektubu oku- 
dugunda ugradigi diis. kinkligimn boyutunu tahmin etmek zor 
olmasa gerek. Qok emek verdigi baskidaki yapiti ve ya§amim 
adadigi, temelini kurdugunu sandigi bilim birden yokolup git- 
mi§tir. Kitabini baskidan cekip temel degi§iklikler yapmasi icjn 
50k gectir aynca ne gibi temel degisjklikler yaparak celi§kiyi gi- 
derecegini bilmemektedir. Bir sonsoz yazmakla yetinmek zo- 
runda kalir. Frege, Russell'in mektubunu 22 Haziran 1902 gii- 
nii yanitlar, yani Russell'in mektubunu yazdigi giinden tam al- 
ti gun sonra. Kaynakca [22], s.l27-8'e bakiniz. Bu 50k ilginc 
mektuptan alintilar sunmak istiyorum: 

Sevgili Meslekta§, 

16 Haziran tarihli ilginc, mektubunuz igin 50k te§ekkiir ederim. Benimle 
cogu konuda aym dii§iincede olmaniza ve ^ali^mami ayrintilariyla tarti§mak 
istemenize sevindim. Isteginiz iizerine a§agida adlarim bulacagimz yayinlari- 
mi yolluyorum [...] 

Sizin elinizle yazildigim sandigim bo§ bir zarf geldi postadan. Galiba ba- 
na bir §ey gondermek istemi§tiniz ve o §ey yanli§likla kayboldu. Eger ku§kum 
dogruysa inceliginiz igin te§ekkiir ederim. Zarfin on yuziinii mektubuma ili§- 
tiriyorum. 

[•••] 

Buldugunuz geligki beni 50k biiyiik §a§kinliga, belki biiyiik iiziintiiye de- 
mek daha dogru olur, ugratti, giinkii, aritmetik kuramini dayandirdigim te- 
meli sarsti. Bana oyle geliyor ki [...] be§inci kuralim yanli§ (20. boliim, sayfa 
36), 31. boliimde sundugum a^iklamalar [yeterli degil]. Durum oylesine cid- 
di ki, 5. kuralin yanli§ligi, salt one surdugiim temeli sarsmakla kalmiyor, ga- 
liba aym zamanda aritmetigin saglam bir temele dayandirilamayacagini da 
gosteriyor. [...] Her durumda bulu§unuz 50k onemli ve - sjmdilik bir miijde 
niteligini ta§imasa da - ilerde mantikta biiyiik ilerlemelere neden olabilir. 

[•••] 
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Grundgesetze'nin 8 ikinci cildi yakinda ^lkacak. Kitabm sonuna 
buldugunuz geli§kiden sozeden bir ek yazacagim elbet. Ke§ke dogru 
gorii§ a^isina zamanmda sahip olsaydim. 

Saygilanmla, 

G. Frege 9 

Frege kitabinin sonsoziiniin basmda §6yle yazar: 

Bir biliminsam igin, yapiti biter bitmez temellerinin yikilmasindan daha 
korkung bi§ey du§unulemez. Yapit tam baskiya hazirlamrken Bay Bertrand 
Russell'dan aldigim bir mektup beni i§te bu duruma soktu. 

9. Russell'in Paradoksu: Yazinin bundan sonrasinda Rus- 
sell'in bu paradoksunu aciklamaya ^aligacagiz 10 . 

Sanilanin tersine matematikte kiime kavrami bu yiizyilda 
ortaya 5ikmami§tir. Bu kavram, a^ik^a adi soylenmese de, Yu- 
nanlilardan beri biliniyordu. Daha sonra Alman Matematik^i 
Georg Cantor (1845-1918) kiime kuramini yazili olarak orta- 
ya atti. O zamanlar bir nesnenin kiime olabilmesi k;in birtakim 
ko§ullann gerektigi bilinmiyordu. Akla gelebilecek turn nesne- 
lerin bir kiime olu§turabilecegi saniliyordu. Hele kiime gibi 
"dogal" bir kavramin giiniin birinde matematigi (jeliskiye dii- 
§iirecegi akillara hi^ gelmiyordu. 19'uncu yiizyilin sonuna dek, 
matematik^iler gordiikleri, dii§iinebildikleri her matematiksel 
nesne topluluguna kiime adim vermekten cekinmediler. Tam 
sayilar kiimesi, cift sayilar kiimesi, bir diizlemin noktalan kii- 
mesi, bir diizlemin egrileri kiimesi, bir diizleme ^izilebilen dik- 
dortgenler kiimesi, bu kiimelerin bile§imi, bir kiimenin altkii- 

8 Bkz. Kaynakca [14] ve [15]. 

9 Mektubun ash Almanca. Qeviri, Kaynakca [22]'deki Ingilizce metinden 
yapildi. 

10 Russell'in paradoksu, Russell'dan bagimsiz olarak Zermelo (1871-1953) tara- 
findan da bulunmustur. 1908'de yayimlanan bir yazisina Zermelo soyle bir 
dipnot dusmiistur: "Bu paradoksu ben de Russell'den bagimsiz olarak bulmus. 
ve 1903'te aralarinda Profesor Hilbert'in de bulundugu birkac matematikclye 
bildirmi§tim." Bkz. Kaynakca [41]. 
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meleri kiimesi... Her topluluk bir kii- 
me olu§turabilirdi. Hatta tiim kiimeler 
kiimesi bile... Kiime kavrami o zaman- 
lann matematikcileri icin sezgisel bir 
kavramdi 11 . Yillar boyunca matema- 
tik^iler bir kiimenin olu§masi i^in kisit- 
layici ko§ullara gerek gormediler. Biz 
de, sjmdilik, kiimeyi bu anlamda ala- 
lim: herhangi bir ogeler topluluguna 
kiime adi verilir. Eger x, A kiimesinin 
bir ogesiyse, bu, matematikte, x e A 
olarak gosterilir. Eger x, A kiimesinin bir ogesi degilse, x € A 
yazanz. Ornegin, N dogal sayilar kiimesiyse, yani 
N = {0, 1, 2, 3, 4, ... } 




Georg Cantor 



ise, 



dir. Ama 



5 6 
V4 



N 



N 



1/2 js N 
-3 € H 
V3 € H 
«N 

dir. 

Eger A bir kiimeyse, A kiimesinin belli bir ozellige (iyelige) 
sahip ogeleri bir ba§ka kiime olu§tururlar. A kiimesinin bir alt- 
kiimesidir bu yeni kiime. Ornegin, yukardaki dogal sayilar kii- 
mesi N'nin "51ft olma" ozelligini ta§iyan ogeleri, 2N olarak 
simgelenen cift dogal sayilar kumesini olu§tururlar. 

Tiim kiimelerin bir kiime olu§turdugunu varsayalim. Bu 
kiimeye A adim verelim. A kiimesi "evrendeki" tiim kiimeleri 



11 Bugiinun matematiginde de kiimenin ne demek oldugu tarn bilinmiyorsa da, 
her nesneler toplulugunun bir kiime olmayabilecegi biliniyor. 
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iceriyor. Yukardaki N kiimesini de, 2N kumesini de... Yani N 
e A ve 2N e A matematiksel tiimceleri dogru tiimcelerdir. Da- 
ha gen el olarak, eger x herhangi bir kumeyse, "x e A" mate- 
matiksel tumcesi dogrudur. A da bir kiime oldugundan, "A e 
A" matematiksel tumcesi de dogrudur. Demek, A kendi kendi- 
sinin bir ogesi. Ote yandan, N kiimesi kendi kendisinin bir oge- 
si degil, ciinkii N kiimesinin ogeleri dogal sayilar ve N bir do- 
gal sayi degil. Demek ki "N e N" matematiksel tumcesi yanks, 
ve " N g N " matematiksel tumcesi dogru. 

§imdi A kiimesinin "kendini icermez" ozelligini ta§iyan 
ogelerinden olu§an altkiimeyi ele alalim. Bu kiimeye B adini ve- 
rirsek, B, kendini icermeyen kiimeler kiimesidir. Yani B'nin 
ogeleri kiimeler ve kendini oge olarak icermeyen kiimeler 12 . 
Yani, x e B ancak ve ancak x £ x ise. Ornegin, yukardaki pa- 
ragrafa gore, A g B, ama NeB. 

§imdi §u soru iizerine du§unelim: B kiimesi, B'nin bir ogesi 
midir? Yani B kiimesi kendisinin bir ogesi midir? 

Once B'nin kendi kendisinin bir ogesi oldugunu varsaya- 
lim. Yani "B e B" matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu 
varsayalim. Eger B, B'nin bir ogesiyse, o zaman B, B'nin bir 
ogesi olmamali. Ciinkii B, bu tiir kiimeleri, yani kendisinin 
ogesi olan kiimeleri icermiyor. 

§imdi de B'nin kendi kendisinin ogesi olmadigim varsaya- 
lim. Yani "B g £>" matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu 
varsayalim. O zaman (B kiimesinin tanimina gore) B, B'nin bir 
ogesi olmali. 

Bir celi§ki elde ettik 13 . I§te Bertrand RusselPin paradoksu. 



12 Matematiksel olarak B'nin tammi §6yle verilir: B = [x e A : x £ x}. A, tiim kii- 
meler kiimesi oldugundan, bunu B = {x : x <Z x] olarak da yazabiliriz. Yani, 
herx icjn, ieBoi^i matematiksel tumcesi dogrudur. 

13 Bu celiski matematiksel olarak kolayca anlasdir: Bir onceki dipnottaki B kiime- 
sinin tanimi olan \/x (x e B «• x <£ x) matematiksel tiimcesinde, x = B alirsak, 
B € B <» B £ B elde ederiz. 
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10. Qeliski Nasil Giderildi? Bu paradoks, kiimeler kurami- 
nin obiir paradokslan gibi, bugiin ortadan kalkmi§tir. Kiimeler 
kuramim degi§tirmek, daha saglam temellere oturtmak gerek- 
mi§tir bunun icin. Bertrand Russell, paradoksunu ortadan kal- 
dirmak amaciyla, 1908'de tipler kurami adi verilen bir kuram 
ortaya atmi§ti 14 . Tipler kurami kiimeleri derecelendirir. Orne- 
gin, dordiincii dereceden bir kiimeyi tanimlamak icin ancak bi- 
rinci, ikinci ve iiciincii dereceden kiimeler kullamlabilir. Boyle- 
ce yukarda A adini verdigimiz, "tiim kiimeler kiimesi" diye bir 
kiime matematikte yasaklanmis. olur ve Russell'in paradoksu 
paradoks olmaktan cikar. Yani Russell akla gelen her nesnenin 
kiime olmasini yasaklayarak, matematigi degi§tirmi§, (sjmdi- 
lik) celi§kisiz bir matematik yaratmi§tir. Unlii Fransiz matema- 
tikcisi Poincare'nin de dedigi gibi, kurtlardan korumak icin sii- 
riiniin cevresine bir cit cekilmi§tir, ancak, birazdan da gorece- 
gimiz gibi, citin icinde kurt olup olmadigini bilmiyoruz. 

Russell'in tipler kuraminda cali§mak matematikcilere zor 
gelmi§tir. Ornegin bu kuramda iki kiimenin esjt oldugunu ka- 
nitlamak icin bin dereden su getirmek gerekir. Matematikciler 
zor olan hicbir §eyi sevmediklerinden, tipler kuramim daha ba- 
sk bir kuramla degi§tirmi§lerdir. 15 

11. Matematikte Qeli§ki Var midir? Daha once de belirtti- 
gimiz gibi bugiinkii matematik sisteminde celi§ki olmadigini 

14 Kaynak^a [36]. Tipler kuramina benzer bir kuram Kaynaki^a [34]'te de vardir. 
Ancak Russell bu konuda dii§uncelerini bir sure terkedip, Kaynak^a [35]'te pa- 
radoksu 96zmenin (ya da yok etmenin) ba§ka yollarim aramistir. 

15 Kiimeler kuramimn beliderine kapsama diizenlemesi (comprehension scheme) 
adi verilen bir belit eklenerek yapilrmstir bu degi§iklik. Bu belite gore, eger C 
bir kiimeyse ve (p(x) bir formiilse, C'nin (p ozelligini ta§iyan ogeleri bir ba§ka 
kiime olu§tururlar. Burada onemli olan (p ozelligini ta§iyan "evrendeki" tiim 
ogelerin degil, yalmz C'dekilerin bir kiime olusturmasidir. Yukardaki A nesne- 
si bu belite gore olu§turulmadigindan, A'mn kiime olup olmadigindan hemen 
emin olamayiz ve bugiiniin matematigi eger celiskisizse A bir kiime olamaz el- 
bet, yoksa Russell paradoksuyla bir celiski elde ederdik. 
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kanitlayamayiz. 16 Godel kanitladi bu olanaksizligi. Peki, mate- 
matikte bir giin £eli§ki bulunursa ne olur? Celiskisine bagli. 
Matematik^ilerin genel kamsi §u: Gelecekte bir giin matematik- 
te bir ^eligki bulunursa, bu £eli§ki belitlerde bir iki kii^iik degi- 
§iklik yapilarak giderilebilir; olasi bir £eli§ki Matematik'i yika- 
mayacagi gibi, sarsamaz bile, olsa olsa §6yle biraz titretir. 



16 "Bugiinkii matematik sistemi" demekle giiniimiiz matematikcilerinin biiyiik 
cogunlugunun kabul ettigi kiimeler kurami demek istiyorum. ZFC adi verilen 
bu kuramin ilk belitleri 1908'de Zermelo (ZFC'nin Z'si) tarafindan bulunmu§- 
tur. (Bkz. Kaynakca [42].) 1920'lerde Fraenkel (Kaynakca [13]) (ZFC'nin F'si), 
Skolem (Kaynakca [37]) ve Mirimanov (Kaynakca [27]) birbirinden bagimsiz, 
yerle§tirme beliti (axiom of replacement) adi verilen bir belitin eklenmesini 
6nermi§lerdir. ZFC'nin C'siyse secme beliti (axiom of choice) adi verilen ve 
yiizyilimizin ba§inda biiyiik kavgalara neden olan cok ozel bir beliti simgeler. 
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